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1Septième oursAlgèbre linéaire II. Résolution des systèmeslinéaires Ax = b, par des méthodes numériquesdiretes.Dans e ours on herhe à résoudre le problème linéaire suivant : étantdonnés la matrie A et le veteur b, trouver le veteur x solution du système
Ax = b. (7.0.1)On ne sait pas toujours a priori si la matrie A est inversible, 'est-à-dire si l'équation (7.0.1) a une solution unique. Il est don souhaitablede disposer de méthodes qui en déident. Les méthodes diretes exposéesi-après le permettent.Nous nous limiterons aux systèmes arrés et réels ave A ∈ R

n,n et
b ∈ R

n. En pratique l'entier n peut être très grand ; pour ertains �gros�problèmes le nombre n est de l'ordre du million, voire plus.Préisons que la résolution d'un problème de e type intervient dans detrès nombreux problèmes de l'analyse numérique. L'étude des méthodes derésolution est don indispensable.La résolution des systèmes linéaires s'opère par deux types de méth-odes : les méthodes diretes et les méthodes itératives. Les méthodesdiretes sont prinipalement utilisées pour les systèmes linéaires où la ma-trie est pleine (peu d'éléments nuls) ou sans struture partiulière (du typestruture-bande, struture-blo) et/ou propriété d'un ertain type (matrieà diagonale dominante) qui apparait fréquemment par la disretisation deséquations aux dérivées partielles par des méthodes dites des di�érenes �niesou d'éléments �nis. Les systèmes linéaires ave struture ou qui possèdentpeu d'éléments non nuls (systèmes reux) sont prinipalement résolus par lesméthodes itératives.7.1 Conditionnement et stabilitéUn soui onstant en analyse numérique doit être la préision des valeursalulées. Tous les aluls étant e�etués ave des erreurs d'arrondi, l'e�etde es erreurs peut être négligeable ou atastrophique. Mais aussi, le prob-lème à résoudre peut présenter intrinsèquement un aratère d'instabilité.Considérons par exemple le système :
{

2x + 6y = 8
2x + 6.00001y = 8.00001

.En �portant� la première équation dans la seonde, on a 8−6y+6.00001y =
8.00001, soit 0.00001y = 0.00001 d'où y = 1 et x = 1.



2Soit maintenant le système �voisin� :
{

2x + 6y = 8
2x + 5.99999y = 8.00002De même, on a maintenant 8−6y+5.99999y = 8.00002, soit −0.00001y =

0.00002, d'où y = −2 et x = 10, qui est loin d'être �voisine� de la solutionpréédente. On dit d'un tel système qu'il est mal onditionné. La questiondu onditionnement n'est pas abordée dans e ours (voir livre).7.2 Méthodes numériques diretesPour les méthodes diretes trois idées sont à retenir.
• On ne alule jamais A−1.
• On herhe à transformer la matrie (évidemment sans hanger la so-lution du système) en une forme triangulaire supérieure qui est faile-ment résoluble par une réurrene de �bas en haut�. En e�et, on alulealors diretement la dernière omposante de la solution par la dernièreligne de la matrie, puis l'avant-dernière omposante de la solution parl'avant-dernière ligne de la matrie et, de prohe en prohe, la pre-mière omposante de la solution par la première ligne de la matrie,les (n − 1) dernières omposantes étant alulées.
• Il est faile de ompter le nombre d'opérations élémentaires (additionset multipliations) que l'on utilise. Ces méthodes sont dites diretesar elles alulent la solution en un nombre �ni (qui peut être grand)et onnu d'opérations. Il n'y a pas de test d'arrêt de la méthode, onalule diretement la solution. Dès lors on évalue les performanesd'une méthode direte en omptant les opérations ; on alule ainsie que l'on appelle la omplexité de la méthode. Naturellement il estalors possible (puisque l'on travaille en arithmétique �nie) d'étudier lasensibilité de la solution par rapport aux données, sensibilité due à lapropagation aux erreurs d'arrondis.Remarque 7.2.1. Pourquoi ne pas utiliser les formules de Cramer ? Onrappelle que xk = det(Ak)/det(A), où Ak est la matrie arrée obtenue enremplaçant la keme olonne de A par le le veteur b de (7.0.1). Ces for-mules reviennent à aluler (n + 1) déterminants. Or un déterminant exige

(n− 1)n! multipliations et (n!− 1) additions. L'algorithme serait don nonpolynomial du point de vue du nombre des opérations élémentaires (op.él.)et, par onséquent, totalement inutile dès que n dépasse la inquantaine. Parexemple si n = 10 ela donne environ 400 millions d'op.él.. En omparaison,nous verrons (voir Remarque 7.2.5) que la méthode de Gauss demande envi-ron 2n3/3 op.él. (ette estimation est très grossière, mais elle préise l'ordrede grandeur), e qui donne seulement environ 670 op.él. pour n = 10.



37.2.1 Méthode de Gauss : desription pratiqueOn suppose, pour présenter la méthode, que la matrie A est a priori régulière.On verra (voir Remarque 7.2.3) que la méthode de Gauss statut sur la régu-larité de la matrie A. On pose A = A(1) = (a
(1)
ij ). On suppose don que

det(A(1)) 6= 0. On souhaite que a
(1)
11 6= 0. Si tel n'est pas le as, on pré-multiplie A par une matrie de permutation élémentaire Pλ,µ ad-ho, 'est lepivotage. L'introdution (éventuelle) de la matrie Pλ,µ n'a rien à voir avela régularité de A. Soit don

A(1) = P1,ζ1A
(1) = (α

(1)
ij ). (7.2.1)ave α

(1)
11 6= 0. Dans la méthode de Gauss on travaille toujours ave desmatries de permutation élémentaire, le mot élémentaire sera généralementomis dans e qui suit. La prémultipliation de A par la matrie de permu-tation P1,ζ1 permute les lignes 1 et ζ1 de la matrie A ; omme la matrie

A est supposée régulière la première olonne n'est pas nulle et il est tou-jours possible de permuter, si a
(1)
11 = 0, la ligne 1 et une ligne ζ1 aratériséepar a

(1)
ζ1,1 6= 0. Si a

(1)
11 6= 0 le pivotage ne semble pas néessaire a priori etl'on peut roire qu'il su�t de poser P1,ζ1 = I. Mais sur ordinateur on tra-vaille toujours en arithmétique non exate, 'est-à-dire en virgule �ottante,et s'il existe plusieurs éléments non nuls dans la première olonne on verraque, pour des raisons d'erreurs d'arrondis, il est néessaire de hoisir le plusgrand élément en module des éléments non nuls, e qui néessite presquetoujours de hoisir P1,ζ1 6= I. Dans le as assez rare (e qui justi�e notreloution �presque toujours�) où a

(1)
11 est le plus grand élément en module deséléments de la première olonne, il n'est pas néessaire de faire une permuta-tion des lignes 1 et ζ1, e qui revient matriiellement à faire P1,ζ1 = P1,1 = Idont le déterminant vaut 1.Maintenant ommene la triangulation. On s'e�ore d'annuler tous lestermes de la première olonne de A(1) à l'exeption du premier. Soit don

A(2) = E(1)A(1)ave
E(1) =

1

−
α

(1)
21

α
(1)
11

1... 0
. . . 0... . . .

−
α

(1)
n1

α
(1)
11

0 . . . 1

.

La matrie E(1) est onstruite pour annuler tous les termes de la premièreolonne à l'exeption du premier terme. L'intérêt de l'opération est évidenten voyant (Figure 7.1) la struture de la matrie A(2) obtenue.
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Figure 7.1: Premiere etape de la methode de Gauss.La triangulation est amorée et le proessus va pouvoir se poursuivre.En e�et A(2) = E(1)A(1) = E(1)P1,ζ1A
(1) ave det(E(1)) = 1 ar la ma-trie E(1) est triangulaire inférieure ave des 1 sur la diagonale. On rap-pelle de plus, que si P est une matrie de permutation élémentaire alors

det(P ) = −1 (voir livre). On a don det(A(2)) = ± det(A(1)) (le signe+ prenant en ompte l'éventualité d'une non permutation ave P1,ζ1 = I)et la matrie A(2) est régulière ar son déterminant est non nul. Comme
det(A(2)) = α

(1)
11 det(Ã(2)) (Figure 7.1) et omme, par onstrution, α

(1)
11 6= 0on en déduit que det(Ã(2)) 6= 0. La matrie Ã(2) est régulière, sa premièreolonne est non nulle, et on peut appliquer à ette matrie l'algorithmepréédent. L'algorithme de triangulation peut se poursuivre ave prémulti-pliation, à haque étape, d'une matrie de permutation puis par une matrie

E(k) dont on omprend aisèment la struture (voir Figure 7.2) à partir deelle de E(1) .
0

0

0
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ligne k

Figure 7.2: Struture de Ek.Évidemment il ne faut pas oublier, à haque étape de permuter aussi lesomposantes du seond membre et de les multiplier par les E(i). À la �n de



5l'algorithme (en n étapes) on obtient un système du type
Ux = b(n),où U est une matrie triangulaire supérieure. Sa résolution par réurreneest évidente omme nous l'avons déjà examiné.Mais l'algorithme ne peut pas s'appliquer tel quel : une stratègie de hoixde pivot (on appelle pivot l'élèment non nul hoisi dans la olonne, 'estl'élément α

(1)
11 à la première étape) est néessaire. L'exemple suivant va nousen onvainre.Travaillons ave un alulateur à trois hi�res signi�atifs (en virgule�ottante) et herhons à résoudre le système

{

10−4x + y = 1
x + y = 2

.La solution exate est
{

x = 1, 00010 ≎ 1
y = 0, 99990 ≎ 1

,où le symbole ≎ désigne la valeur réellement représentée dans le alulateur.Que fait l'algorithme sans stratégie de pivot ?Comme a
(1)
11 = 10−4 6= 0 nous pouvons ommener a priori le alul aveon�ane, sans prémultipliation par une matrie de permutation (e quirevient à prendre P = I). Après multipliation par la matrie

E(1) =
1 0

−104 1
,le système initial devient le système triangulaire supérieure suivant :

{

10−4x + y = 1
(−104 + 1)y = −104 + 2

.Traduisons les hi�res en virgule �ottante
{

−104 + 1 = −0, 100 × 105 + 0, 00001 × 105
≎ −0, 100 × 105

−104 + 2 = −0, 100 × 105 + 0, 00002 × 105
≎ −0, 100 × 105 .La deuxième équation donne alors immédiatement y ≎ 1, e qui estorret. Mais en reportant ette valeur dans la première équation on trouve

x ≎ 0, e qui est tout à fait irréaliste !Essayons alors, en éhangeant la première ligne ave la deuxième, depivoter ave a
(1)
21 = 1, la matrie E(1) s'érit

E(1) =
1 0

−10−4 1
,



6et le système devient (n'oublions pas la permutation préalable)
{

x + y = 2
(−10−4 + 1)y = −2.10−4 + 1

,ave les représentations suivantes des oe�ients : 1 ≎ 0, 100 × 101 et
−10−4

≎ −0, 00001 × 101
≎ 0, le système est �traduit� en mahine parle système
{

x + y ≎ 2
y ≎ 1

,il vient don y ≎ 1 d'où, en reportant dans la première équation x ≎ 1,l'algorithme est sauf !Cet exemple montre lairement la néessité d'une stratégie de pivotage.Deux tehniques sont utilisées en pratique
• pivot partiel : on prend le plus grand élément sous diagonal (termediagonal inlus), en module, de la olonne dont on herhe à annulerles termes sous-diagonaux.
• pivot total : on prend le plus grand élément, en module, de toutela sous-matrie Ã(2) (resp. Ã(k)) à l'étape 2 (resp. k) et on utiliseles permutations onvenables (des lignes par prémultipliation par unematrie du type P , des olonnes par postmultipliation par une matriede permutation du même type).Remarque 7.2.2. En pratique la première tehnique (un peu moins oûteuseen temps alul) est très souvent su�sante.Remarque 7.2.3. A priori on ne sait pas toujours si la matrie A estrégulière. Observons la on�guration de la triangularisation à l'étape k (Fig-ure 7.3). Il est lair que det(A(k+1)) =

(

∏k
i=1 α

(i)
ii

)

det(Ã(k+1)) et de plusPSfrag replaements
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A(k+1) =

Ã(k+1)

α
(k)
kk

Figure 7.3:
det(A(1)) = (−1)l det(A(k+1)) l'entier l étant le nombre de permutations delignes (i.e. le nombre de pivotages) e�etuées jusqu'à l'étape k de l'algorithme.Ainsi, si la matrie A(= A(1)) est singulière, à une ertaine étape k la ma-trie Ã(k+1) sera singulière, ette singularité apparaissant ave une première



7olonne onstituée d'éléments nuls (en pratique le test de nullité du pivot estassez déliat à hoisir). L'algorithme de Gauss permet don de déider de lasingularité d'une matrie.Remarque 7.2.4. Dans le as où A est régulière on voit que det(A) =
(−1)p det(A(n)), la matrie A(n) étant triangulaire supérieure ; det(A(n)) estégal au produit de ses éléments diagonaux. C'est-à-dire que son déterminantest égal, au signe près, au produit des pivots. Le signe est donné par (−1)p,l'entier p étant le nombre de permutations de lignes e�etuées au ours detoute la triangulation, nombre que l'on onnait par la mise en ÷uvre de laméthode. C'est un résultat parfois utile, un peu imprévu, de la mise en ÷uvrede la méthode de Gauss. Ce proédé de alul du déterminant est beauoupmoins oûteux que elui des méthodes usuelles de son évaluation (voir laRemarque 7.2.1).7.2.2 Analyse matriielle de la méthode de GaussCas simpli�é On suppose dans e paragraphe que la matrie A est régulièreet que le pivot se trouve toujours d'emblée sur la diagonale. Érivons les for-mules générales de la multipliation de A(k) par la matrie E(k), donnant lestermes de la matrie Ã(k+1) (Figure 7.3).
a

(k+1)
ij = a

(k)
ij +eika

(k)
kj , k+1 ≤ i, j ≤ n, ave eik = −

a
(k)
ik

a
(k)
kk

, k+1 ≤ i ≤ n.(7.2.2)Notons que les k premières lignes de A(k) sont onservées et que les termesde la (k)e-olonne de A(k+1), au-dessous de a
(k)
kk , sont nuls (Figure 7.3).Remarque 7.2.5. Essentiellement e sont les formules (7.2.2) qui donnentle nombre des op.él. de la méthode de Gauss. En e�et la résolution du sys-tème Ux = b(n) où U est une matrie triangulaire supérieure se fait approx-imativement en n2 op.él. (un ordre de grandeur de moins que l'algorithmede triangulation proprement dit). Notons que les permutations d'élémentsne sont pas omptabilisées omme op.él. bien que, naturellement, dans lareherhe du oût, il faut prendre en ompte le temps de reherhe des pivots.On voit sur les formules (7.2.2) que l'on fait, à haque appel, une addition etune multipliation. Un omptage munitieux montre qu'il faut, en négligeantles termes en n2 et en n (e qui est légitime dès que n est assez grand), n3/3additions et n3/3 multipliations pour la mise en ÷uvre de Gauss. Notonsen�n que la méthode néessite a priori de l'ordre de n2/2 divisions dont letemps d'exéution est supérieur à la multipliation ; aussi dans le alul de

eik (voir (7.2.2)) il est don très reommandé de aluler d'abord l'inversede a
(k)
kk (e qui néessite au total seulement n divisions) et ensuite de alulerles eik pour i ≥ (k + 1) par multipliation.



8Inversement le passage de l'itération (k+1) à l'itération (k) s'érit don :
a

(k)
ij = a

(k+1)
ij − eika

(k+1)
kj , k + 1 ≤ i, j ≤ n, ar a

(k)
kj = a

(k+1)
kj .

0
0

0
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Lk = 1

1

1
−eik, k + 1 ≤ i ≤ n

olonne k
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Figure 7.4: Desription de Lk ave −ekk = 1.Soit matriiellement A(k) = LkA
(k+1), ave Lk exhibée à la �gure 7.4.De prohe en prohe A(1) = L1L2 · · ·Ln−1A

(n). On observe que le produit
L1L2 s'érit omme à la Figure 7.5. La première (resp. deuxième) olonnedu produit est onstituée de la olonne de L1 (resp. L2).

0

0

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

0

00

0

0

PSfrag replaements
L1 =

1

1

1

1

1

1

L2 =

L1 × L2 =Figure 7.5:Remarque 7.2.6. Attention ela n'est vrai que dans et ordre (L2 × L1reste triangulaire inférieure, mais ertains éléments de ses deux premièresolonnes sont des produits des éléments de L1 et L2).On se onvainra maintenant aisément que le produit L =
∏n−1

i=1 Li esttriangulaire inférieure (ave des 1 sur la diagonale). Finalement on a
A = A(1) = LA(n) = LU,où U est triangulaire supérieure. C'est, e que l'on appelle, la déomposition�LU � de la matrie A.



9On peut don e�etuer failement (étant donné les strutures des matri-es) les aluls suivants :
{

Ly = b
Ux = y

.Remarque 7.2.7. En pratique, dans le as d'un seul système à aluler, onrésout Ux = b(n), ave b(n) alulé en ours de triangularisation. Mais sil'on doit résoudre plusieurs systèmes ave la même matrie A mais des se-onds membres di�érents, il est évidemment très utile de garder en mémoirela déomposition A = LU qui n'est faite qu'une seule fois, et de résoudreomme indiqué les systèmes triangulaires préédents pour les di�érents se-onds membres.Cas du pivot partiel On montre (voir livre) que la stratégie de Gaussave pivot partiel revient à trouver la déomposition �LU� d'une ertainematrie PA où P est une matrie de permutation de lignes.Notons en�n que le prix, en temps mahine, de la reherhe indispens-able du pivot à haque étape peut-être relativement oûteux. Bien que lenombre requis d'opérations élémentaires soit seulement de l'ordre de 2n3/3,e suroût altère la performane de la méthode de Gauss si elle est mesuréeseulement en nombre d'op. él..Cas du pivot total On montre (voir livre) que la stratégie de Gauss avepivot total revient à trouver la déomposition �LU� d'une ertaine matrie
PAQ où P et Q sont des matries de permutation.7.2.3 Méthode de HouseholderOn suppose toujours que la matrie A est réelle.On va utiliser une tehnique générale qui permer de passer d'une matrie
A sans auune partiularité à une matrie du type de la Figure 7.6.

OO O

OPSfrag replaementsTriangulaire supérieure Hessenberg supérieure TridiagonaleFigure 7.6:Une matrie de Hessenberg supérieure (resp. inférieure) est une matrietriangulaire supérieure (resp inférieure) ave la première sous-(resp. sur-) diagonale non nulle. C'est à partir des deux dernières formes que l'onpeut aluler les valeurs propres de la matrie A. Ces mises en forme sont



10préalables au alul des valeurs propres de A, en préisant que pour la formetridiagonale ela est vrai spéi�quement lorsque A est symétrique. À partirde la première forme on peut enore résoudre le système Ax = b.Dans e qui suit 'est essentiellement la onstrution, à partir de la ma-trie A, de la matrie triangulaire supérieure qui va nous intéresser.Prinipe de la méthode On travaille ave des matries élémentaires Hdites de Householder (du nom de son inventeur) du type H = I −2uuT , u ∈
R

n, u 6= 0 ave uT u = 1 soit ‖u‖2 = 1. En pré-multipliant la matrie A pardes matries suessives de type H, on herhe à transformer le système enun système triangulaire supérieur qui lui est équivalent.Remarque 7.2.8. On véri�e immédiatement que Hu = u − 2u = −u, equi signi�e que −1 est valeur propre simple de H assoiée au veteur propre
u.Lemme 7.2.1. La matrie H représente une symétrie par rapport à l'hyperplan
P orthogonal à u dé�ni par P = {v; vT u = 0}. De plus on a det(H) = −1.Preuve : On a, à la fois, Hu = −u et, si v ∈ P, Hv = v − 2u(uT v) = v.Don tout veteur de l'hyperplan P est onservé par H et don 1 est unevaleur propre de H de multipliité (n − 1) assoié à v, alors que le veteur
u orthogonal à P est transformé par H en son symétrique, à savoir que
u est un veteur propre de H assoié à la valeur propre −1. L'assertiondu lemme est don démontrée. De surroît, e qui préède démontre que
det(H) = (−1)(1)n−1 = −1. �Propriétés de H

• HT = H, en e�et on a HT = I − (2uuT )T = H, la matrie H estsymétrique.
• HHT = I, là enore la véri�ation est immédiate. On a HHT = H2 =

(I − 2uuT )(I − 2uuT ) = I − 4uuT + 4u(uT u)uT = I ar uT u = 1 parhypothèse.Il en résulte que H est une matrie (dite élémentaire) orthogonale. Onen déduit que H−1 = HT = H, les matries inverses de H sont aussi desmatries de Householder élémentaires.Constrution de la matrie HLemme 7.2.2. (lemme-lef de la méthode) Soit a ∈ R
n un veteur non nul,il existe une matrie élémentaire orthogonale H et un nombre réel non nul αtels que Ha = αe1, où e1 est le premier veteur de la base anonique de R

n.



11Preuve : Supposons le problème résolu. Il existe don un veteur u ∈ R
net don une matrie orthogonale H = I − 2uuT tels que ‖Ha‖2 = ‖a‖2 (ene�et si on note par (., .) désigne le produit salaire dans R

n on a ‖Ha‖2
2 =

(Ha,Ha) = (HT Ha, a) = ‖a‖2
2 ar H est orthogonale). Dès lors omme

‖e1‖2 = 1, si le problème est résolu on a néessairement
|α| = ‖a‖2. (7.2.3)Comme Ha = αe1 il vient (I − 2uuT )a = αe1 soit, en posant µ = 2uT a,

−µu = αe1 − a et don
µu = a − αe1. (7.2.4)Prémultiplions en�n (7.2.4) par 2aT , en tenant ompte de (7.2.3) il vient

2aT µu = µ2 = 2α2 − 2α(aT e1).En notant a1 la première omposante du veteur a on a don
µ2 = 2α(α − a1). (7.2.5)Alors, le veteur a étant donné, (7.2.3) donne α au signe près : α =

±‖a‖2. Ensuite (7.2.5) donne le salaire µ (ave enore une indéterminationdu signe). En�n (7.2.4) dé�ni le veteur u.Véri�ons que le veteur u et le matrie H ainsi onstruits ont les pro-priétés requises. On suppose que µ 6= 0, e qui revient à supposer, le veteur
a étant non nul par hypothèse, que le veteur a possède une omposante nonnulle autre que a1 (sinon le problème est résolu et H = I). Alors, omptetenu de (7.2.4) et (7.2.5)

‖u‖2
2 =

(µu)T (µu)

µ2
=

(a − αe1)
T (a − αe1)

2α(α − a1)
,ou enore d'après (7.2.3)

‖u‖2
2 =

α2 − 2αa1 + α2

2α(α − a1)
=

2α(α − a1)

2α(α − a1)
= 1,e qui implique que ‖u‖2 = 1, le veteur u a la norme requise.D'autre part, par la dé�nition de µ, on a Ha = (I − 2uuT )a = a− uµ etdon, d'après (7.2.4), Ha = αe1, la matrie H ainsi onstruite onvient. �L'algorithme de la onstrution de H utilise suessivement deux extra-tions de raine arrée, une pour α, l'autre pour µ. Cet algorithme peut sesimpli�er en posant ν = µ2/2 et v = µu. Alors, en supposant toujours µ 6= 0,on a H = I − vvT /ν et l'algorithme devient



















|α| =

(

n
∑

i=1
a2

i

) 1
2

ν = α(α − a1)
v = a − αe1

(7.2.6)



12où on a maintenant à faire une seule extration de raine arrée. L'ordre dealul du veteur v et du salaire ν est indi�érent.Il faut lever l'indétermination sur le signe de α. Pour minimiser les erreursd'arrondi, il faut que le ν (qui intervient au dénominateur) soit le plus grandpossible en module, e qui entraîne que α doit être du signe de −a1. Onprend don
α = −sgn(a1)

(

n
∑

i=1

a2
i

) 1
2

. (7.2.7)e qui implique d'après (7.2.6)
ν = −α



a1 + sgn(a1)

(

n
∑

i=1

a2
i

) 1
2



 . (7.2.8)En résumé, a1 étant, rappelons-le, la première omposante du veteur a,le alul de la matrie H = I − vvT /ν s'e�etue par l'algorithme suivant :


















α = −sgn(a1)

(

n
∑

i=1
a2

i

) 1
2

ν = α(α − a1)
v = a − αe1

(7.2.9)Mise en ÷uvre de la méthode de Householder Il est néessaired'avoir un algorithme de alul du produit d'un veteur d quelonque parla matrie H. On pose c = Hd = (I − vvT /ν)d, alors c = d − βv/ν ave
β = vT d =

n
∑

i=1
vidi, d'où �nalement c = d − γv ave γ = β/ν.En résumé, soit la matrie de Householder H = I − vvT /ν, le alul duproduit d'un veteur d par la matrie H se fait simplement par l'algorithmesuivant















β = vT d =
n
∑

i=1
vidi

γ = β/ν
c = Hd = d − γv

(7.2.10)Algorithme de Householder Soit A une matrie régulière que l'on note
A(1) ave la notation suivante

A(1) =







a
(1)
11 · · · a

(1)
1n... ...

a
(1)
n1 · · · a

(1)
nn






(7.2.11)on note a le premier veteur olonne de la matrie A(1).



13Préisons seulement la première étape de l'algorithme. On onstruit lamatrie H(1) = I − vvT /ν telle que H(1)a = αe1 par l'algorithme (7.2.9).Alors on a
A(2) = H(1)A(1) =













a
(2)
11 a

(2)
12 · · · a

(2)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n... ... ...

0 a
(2)
n2 · · · a

(2)
nn













(7.2.12)ave a
(2)
11 = α et |α| = ‖a‖2 6= 0 ar la matrie A(1) est régulière par hy-pothèse. Dans ette première étape tous les éléments de la première olonnede A(1) sont annulés à l'exeption de son premier élément qui onentre toutle �poids� (la norme eulidienne) du veteur assoié à la première olonne.En�n les olonnes de A(2), à partir de la deuxième, sont alulées par lesformules (7.2.10).Soit A

(2)
22 la sous-matrie (a

(2)
ij ), 2 ≤ i, j ≤ n, de A(2). Comme det(H(1)) =

−1 on a don det(A(2)) = − det(A(1)) 6= 0 ar la matrie A(1) est régulière.D'autre part det(A(2)) = a
(2)
11 det(A

(2)
22 ) et les assertions préédentes im-pliquent que det(A

(2)
22 ) 6= 0. La matrie A

(2)
22 est don régulière et le proessusde triangulation peut se poursuivre sur ette matrie en onsidérant main-tenant sa première olonne. On voit que les éléments de la première lignede A(2) ne sont plus onernés par la suite de la triangulation. L'examendu passage de A(r−1) à A(r) est fait dans le livre ave toutes les formulesrequises.L'analyse matriielle de la méthode de Householder est partiulièrementsimple. On a

A(n) = H(n−1) × H(n−2) × · · · × H(1) × A(1), (7.2.13)ave A(n) triangulaire supérieure. La matrie A(n) est inversible si A = A(1)est inversible.
0PSfrag replaementsA(n) = rieme ligneFigure 7.7:Remarque 7.2.9. Si A = A(1) n'est pas inversible, on trouvera un veteurnul à une étape r ; e veteur étant le premier veteur olonne d'une desmatries A

(r)
22 . Dans e as, le rieme terme de la diagonale est un zéro, onprend H(r) = I et on peut ontinuer la triangulation jusqu'à la �n. Lamatrie A(n) a alors la on�guration suivante (Figure 7.7).



14Remarque 7.2.10. La méthode de Householder est �stable� numériquement,au sens qu'elle ne dégrade pas le onditionnement initial de la matrie A.Elle utilise en e�et des matries de Householder H orthogonales et on sait(Théorème 1.2 des ompléments en ligne) que le onditionnement cond2(A)est invariant par transformation unitaire.Remarque 7.2.11. Comme pour la méthode de Gauss (voir la Remarque7.2.4), la méthode de Householder est un outil algorithmique d'évaluationdu déterminant d'une matrie. Il est lair, d'après (7.2.13), l'inverse d'unematrie orthogonale de déterminant −1 étant une matrie orthogonale dedéterminant −1, que
det(A) = (−1)n−1 det(A(n)),dès lors

det(A) = (−1)n−1
(

a
(2)
11 × · · · × a(n+1)

n,n

)

. (7.2.14)L'algorithme de Householder donne une démonstration de la déomposi-tion, dite �QU�, d'une matrie.Théorème 7.2.1. Pour toute matrie A, il existe une matrie orthogonale
Q, produit de (n − 1) matries orthogonales élémentaires (les matries deHouseholder), et une matrie triangulaire supérieure U , telles que A = QU .Preuve : Elle est faile dans le ontexte. On a d'après (7.2.13)

A(1) = A = [H(1)]−1 × · · · × [H(n−1)]−1A(n).Posons Q = [H(1)]−1×· · ·× [H(i)]−1×· · ·× [H(n−1)]−1, nous savons (voirles propriétés de H à la Setion 7.2.3) que [H(i)]−1 = H(i) (ave éventuelle-ment H(i) = I), alors Q = H(1) × · · · × H(i) × · · · × H(n−1) ; posons de plus
U = A(n) qui est triangulaire supérieure, la onlusion suit. �Remarque 7.2.12. Comme pour la méthode de Gauss on peut ompterexatement le nombre d'op. él. requises pour la mise en ÷uvre de la méthodede Householder. On véri�e qu'il faut de l'ordre de 2n3/3 additions et de
2n3/3 multipliations pour son fontionnement, elle est don deux fois plushère que la méthode de Gauss. Notons aussi qu'elle néessite le alul de
n raines arrées. Cependant la méthode ne demande auune stratégie depivot, on observe que son prinipe évite même toute idée de pivotement. Orrappelons que la reherhe du pivot est néessaire dans la méthode de Gauss,e qui a évidemment un oût non négligeable. A�rmer que Householder estdeux fois plus hère que Gauss est don à nuaner.



15Intérêts de ette méthode Pour omplèter la dernière remarque il estutile de réapituler ses avantages.
• C'est une méthode �stable� au sens où nous l'avons entendu à la Re-marque 7.2.10.
• Par ette méthode on peut toujours triangulariser une matrie quel-onque, singulière ou non.
• Si on onstruit une matrie H telle que, tout veteur a ∈ R

n peut êtretransformé en une ombinaison linéaire de la forme Ha = αe1 + βe2,où e1 et e2 sont les deux premiers veteurs de la base anonique de
R

n, alors on peut transformer A, en la prémultipliant par H, en unematrie du type Hessenberg supérieur. L'algorithme de onstrutiond'une telle matrie H utilise largement les idées préédentes et il est àpeine plus ompliqué.
• Par ette méthode on peut dès lors tridiagonaliser une matrie. Ilsu�t de pré- et de post-multiplier les matries A(r) suessives par desmatries onvenables (qui transforment tout veteur a en la somme

αe1 + βe2), on imagine assez naturellement le proédé !Mentionnons que les deux dernières transformations de la matrie A sontutilisées dans ertains algorithmes de alul des valeurs propres de A. C'estune étape préalable à e alul.


